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1. Einleitung

,Die Mathematik ist die Konigin der Wissenschaften, und die Zahlentheorie ist
die Kénigin der Mathematik.“ (Carl Friedrich Gauf3; Nr. 3, S. 17%)

Die Zahlentheorie hat die Mathematiker schon seit jeher fasziniert. Dies gilt be-
sonders fur die Theorie der Primzahlen, einem Teilgebiet der Zahlentheorie.
Aber was macht ihre Faszination aus? Primzahlen sind sehr einfach definiert
und bieten eine ideale Grundlage fur zahlreiche mathematische Satze und
weitere Uberlegungen. Sie fiihren zu den kompliziertesten und verbliffendsten
Zusammenh&ngen, so dass es bis heute noch zahlreiche ungeltste Probleme
und offene Fragen um die Primzahlen gibt. Besonders interessant an der
Theorie der Primzahlen ist auch, dass es sich hierbei um ein anwendungs-
orientiertes Gebiet der Mathematik handelt.

Die treffendsten und fesselndsten Worte hat meiner Meinung nach der Mathe-
matiker Don Zagier Uber die Primzahlen gefunden. Er hat seine Begeisterung
folgendermalRen ausgedrickt:

,ES gibt zwei Tatsachen Uber die Verteilung von Primzahlen]...]. Die eine ist,
daR die Primzahlen, trotz ihrer einfachen Definition und Rolle als Bausteine der
natirlichen Zahlen, zu den willkirlichsten, widerspenstigsten Objekten gehdren,
die der Mathematiker Gberhaupt studiert. Sie wachsen wie Unkraut unter den
naturlichen Zahlen, scheinbar keinem anderen Gesetz als dem Zufall unter-
worfen, und kein Mensch kann voraussagen, wo wieder eine spriel3en wird,
noch einer Zahl ansehen, ob sie prim ist oder nicht. Die andere Tatsache ist viel
verbluffender, denn sie sagt just das Gegenteil — dal3 die Primzahlen die unge-
heuerste Regelmafigkeit aufzeigen, dass sie durchaus Gesetzen unterworfen
sind und diesen mit fast peinlicher Genauigkeit gehorchen.“(Nr. 4, S. 41f.)

1 Im Folgenden habe ich fir alle Quellenangaben eine abgekiirzte Form verwendet. Die voll-
stéandigen Angaben sind nummeriert im Literaturverzeichnis zu finden. Die Zahlen im Text wei-
sen auf die jeweilige Quelle in der Bibliographie hin.

In diesem Fall Nr. 3: Richard Courant, Herbert Robbins: Was ist Mathematik?
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2. Definition?

Unter einer Primzahl versteht man eine natirliche Zahl > 1, die nur durch sich
selbst und 1 teilbar ist.

Die Zahl 1 ist selbst keine Primzahl, da jede Zahl den Teiler 1 in beliebig hoher
Potenz enthalt und es sich somit als zweckmalf3ig erwiesen hat, sie nicht zu den
Primzahlen zu zahlen.

Dementsprechend ist die 2 die kleinste Primzahl. Sie ist auch die einzige ge-
rade Primzahl, da jede gréRere gerade Zahl den Faktor 2 enthalt.

Die ersten 100 Primzahlen lauten:

2
43
103
173
241
317
401
479

3
a7
107
179
251
331
409
487

5
53
109
181
257
337
419
491

7
59
113
191
263
347
421
499

11
61
127
193
269
349
431
503

ZnachNr.1,S.7

13
67
131
197
271
353
433
509

17
71
137
199
277
359
439
521

19
73
139
211
281
367
443
523

23
79
149
223
283
373
449
541

29
83
151
227
293
379
457

31
89
157
229
307
383
461

37
97
163
233
311
389
463

41
101
167
239
313
397
467
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3. Primfaktorzerlegung von natirlichen Zahlen

Die meisten natirlichen Zahlen kdnnen in kleinere Faktoren zerlegt werden:
z.B..10=5.2;144 =12 -3 -2 - 2 usw. Primzahlen hingegen lassen sich nicht
weiter in ein Produkt aus kleineren Zahlen aufspalten.

Der Fundamentalsatz der elementaren Zahlentheorie besagt, dass Primzahlen
die Bausteine fur den multiplikativen Aufbau der nattrlichen Zahlen sind, also
dass jede natirliche Zahl n > 1, abgesehen von der Reihenfolge der Faktoren,
eindeutig als Produkt von Primzahlen darstellbar ist: n = p1 p2 - - - pr (r =1; rl N).
Dies mochte ich im Folgenden durch ein indirektes Beweisverfahren zeigen:

3.1. Primfaktorzerlegung®

Gegeben sei eine beliebige natirliche Zahl n > 1, die aber keine Primzahl sein
soll.

Wir spalten zuné&chst den kleinsten Teiler p; ? 1 ab, der somit Primzahl ist.
(Wéare p1 keine Primzahl, so kdnnte man p; in der Form p; = a - b darstellen,
wobei a < p;und b < p;ist. Die Zahl n lie3e sich somitals n=p;-gq=a-b-q
darstellen, was der Forderung widerspricht, dass p; der kleinste Teiler von n
sein soll.)

Im komplementaren Teiler I&sst sich nun wieder eine kleinste Primzahl p, = p:1
abspalten usw. Da die komplementaren Teiler standig abnehmen, bricht das
Verfahren mit einer Primzahl p, ab. Auf diese Weise erhalten wir die
sogenannte kanonische Zerlegung von n > 1:

n=prps: P (pr<pz<..<py e&=1¢el N

3.2. Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung®”

Nun stellt sich die Frage, ob diese kanonische Zerlegung von n auch eindeutig
ist, oder ob man n auf mehrere Weisen in Primzahlen zerlegen kann.

Ist dies der Fall, so gibt es eine kleinste natirliche Zahl m mit der doppelten
Zerlegung

3 hach Nr. 1,S.7f1.

4 nach Nr. 2,20 f.
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m=ps-| (1)
m=0aq.-u, (2)
wobei p1 und g; Primzahlen und | und u natirliche Zahlen sind.

Dal <m, hat | die eindeutige Primzahlzerlegung

| = p2ps - - - pr, 3)
ebenso

U=0Qs- - - Gs. (4)
Jedes p; ist von jedem gk verschieden, 5)

... m . .
denn wére p; = gk, dann hatte zum Beispiel F < m zwei verschiedene Zer-

legungen, was der Forderung widerspricht, dass m die kleinste Zahl mit einer
doppelten Zerlegung sein soll.

Wir nehmen nun an, dass p; die kleinste in den Zerlegungen von m auftretende
Primzahl ist.

Wir bilden die natirliche Zahl m’ = m — pju.
Einerseits ist laut (1) m = pil, also

m’ = p1l = pau = pa(l — u), (6)
andererseits gilt laut (2) m = quu, also
m’ = gsU — pau = (g1 — P2)u. (7)

m’ ist wegen m’ < m eine natirliche Zahl mit eindeutiger Primfaktorzerlegung,
ebenso wie die Faktoren p1, | —u, uund g; — p1.

Wegen (6) kommt in der Zerlegung von m’ der Primfaktor p; vor. Folglich muss
p1 auch in (7) als Faktor auftreten.

Laut (4) und (5) ist p1 kein Teiler von u , also muss p; in der Zerlegung von
g1 — p1 vorkommen.

Somitist q; — p1=pih (h 1 N), d. h. durch Umstellen: g; = p1 (h + 1).

Also wére q; eine zusammengesetzte Zahl, was im Widerspruch dazu steht,
dass q; eine Primzahl sein soll.

Der hier aufgefuhrte Widerspruch beweist, dass jede nattirliche Zahl n eindeutig
in ein Produkt aus Primzahlen zerlegbar ist.
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4. Anzahl der Primzahlen

Eine der ersten Fragen in der Theorie der Primzahlen ist, ob es von ihnen nur
eine endliche Anzahl gibt, oder ob die Menge der Primzahlen unendlich viele
Elemente enthalt.

Auffallend ist, dass sie immer seltener werden, je weiter man am Zahlenstrahl
fortschreitet. Zwischen 1 und 1000 gibt es noch 168 Primzahlen, 135 zwischen
1000 und 2000, 127 zwischen 2000 und 3000 und zwischen 3000 und 4000
findet man nur noch 120 von ihnen. Daruber hinaus gibt es unter den naturli-
chen Zahlen beliebig lange (aber endliche) Folgen aufeinanderfolgender nattr-
licher Zahlen, in denen keine einzige Primzahl vorkommt. Dennoch gibt es un-
endlich viele Primzahlen.

4.1. Unendlichkeitsbeweis nach Euklid®

Der folgende Beweis geht auf den griechischen Mathematiker Euklid von
Alexandria (ca. 330 — 275 v. Chr.) zurtck, der in seinem Lehrbuch ,Elemente®
erstmals die Mathematik als strenge Wissenschaft behandelte. Euklid zeigte die
Unendlichkeit der Primzahlen durch das indirekte Beweisverfahren.

Wir nehmen an, es gabe eine letzte, eine grol3te Primzahl g. Nun bilden wir das

Produkt aller Primzahlen p = g und addieren 1:
n=2-3-5-7-11---(q-1)-q+1.

n ist grolRer als jede der Primzahlen und muss somit zerlegbar in ein Produkt

aus Primzahlen sein. Dividiert man n nun aber einzeln durch jede der Primzah-

len p = q, so bleibt immer der Rest 1. Daher hat n keine der Primzahlen als

Teiler.

n muss also ein Produkt aus Primzahlen, die groRRer als q sind, oder selbst

Primzahl sein. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass q die grof3te vor-

handene Primzahl ist.

5 nach Nr. 1,S.9;Nr.2,S.28f;Nr.3,S.18
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4.2. Unendlichkeitsbeweis nach Euler®

Auch Leonhard Euler’ befasste sich mit dem Unendlichkeitsbeweis von Prim-
zahlen. Wie auch schon Euklid, ging er davon aus, dass die Menge der Prim-
zahlen endlich sei und brachte dies zum Widerspruch.

Die endliche Menge von Primzahlen wird mit p1, p2,...,pr bezeichnet. Jede natir-
liche Zahl n lasst sich somit folgendermalf3en darstellen:

n=pepy %P (k=0;k 1 N).
Nun betrachten wir die Summe der Kehrbriiche aller naturlichen Zahlen n, dar-
gestellt durch ihre Primfaktorzerlegung.
Géabe es unter den nattrlichen Zahlen Gberhaupt nur eine Primzahl, also wére
r = 1, so hatte die Summe laut Summenregel fir unendliche geometrische
Reihen® folgende Form:
s 1 s 1 1

Y e
k=o N k=0 1k ]_-i
P1
Ware r = 2, dann hatten wir die folgende Reihe:
kik,20 MM Kk ky00 IO
1 1 1 1 1 1 1 1 1
=1+ —+—+—+ R R + +——+.
PP, P PP, PP PP, PP P
1 1 1 1 1 1 1
=l —+ S+t +— +— +..+
pl pl pl p2 pl sz pl sz pl sz
1 1 1 1 1
+—+ St ——— ot
P, PP PO, P XPs P

gi+_+_+_+ §+_+_+_+

O
PP P p, P2 P g

% hach Nr. 7

"% 1707 Basel, t 1783 Petersburg

Euler studierte neben Mathematik auch Theologie, Medizin und orientalische Sprachen. Er ver-
offentlichte Arbeiten Uber reine und angewandte Mathematik, Astronomie, Physik, Analysis des
Unendlichen, die Variations- und Differenzrechnung sowie die analytische Zahlentheorie und
Differentialgeometrie. Er erblindete 1767.

8 siehe Anhang 10.1.
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2o Py ig:0 Py’ 1_i 1_i
P P

Dies gilt auch fiir den allgemeinen Fall (r > 2), wie man durch &hnliche Uberle-

gungen zeigen kann:

Y14 1 gi.g1_ 11

Kk 2o M kg, k,soplk1>‘>‘><l3rkr k13opr1 k,3op:(r ]_-i ]_-i

P, P,

also:

g 1 A 1
a_=O 1
L L D
P

Die harmonische Reihe auf der linken Seite der Gleichung divergiert. Rechts
dagegen steht ein endlicher Wert (weil r endlich ist). Damit tritt ein Widerspruch
auf, der unsere Annahme von der endlichen Primzahlenanzahl widerlegt.
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5. Ermittlung von Primzahlen

Wir wissen nun, dass es unendlich viele Primzahlen gibt. Aber wie kann man
am schnellsten eine Primzahltafel, d.h. eine Liste aller Primzahlen bis zu einer
bestimmten Zahl, aufstellen? Denn jede einzelne Zahl auf ihre Zerlegbarkeit in
kleinere Faktoren zu prifen, wird schnell sehr miihsam.

5.1. Das Sieb des Eratosthenes”®

Das einfachste Verfahren, um alle Primzahlen unter einer gegebenen Zahl n
ausfindig zu machen, ist das ,Sieb des Eratosthenes"”. Benannt ist es nach sei-
nem Erfinder, dem Kkyrenischen Mathematiker, Geographen und Dichter
Eratosthenes™.

Um nach diesem Verfahren alle Primzahlen unterhalb einer gegebenen Zahl n
anzugeben, schreibt man sich alle Zahlen von 2 bis n auf.
zB.:234567891011121314151617 1819 2021 22 23 24 25 26 27

Nun streicht man alle echten Vielfachen von 2. Die Zahl 2 selbst bleibt als Prim-
zahl stehen.
234567891011421314151681748192021 2223242528727

Die erste nicht gestrichene Zahl ist die Primzahl 3; alle Vielfachen von 3 werden
wieder gestrichen.
234567891011121314151617481920212223 24252624

Die nachste nicht gestrichene Zahl ist die Primzahl 5; man streicht abermals
alle Vielfachen von 5.
23456789401142134445161748192021 222324252627

nachNr.1,S.9f.:Nr.3,S.23-25

% ca. 275 - 194 v. Chr.

Eratosthenes war Leiter der Bibliothek in Alexandria, wo er seinen Studien nachging. Er fertigte
u.a. als Erster eine umfassende kartographische Aufnahme der zur seiner Zeit bekannten Erde
an. Zu diesem Zweck Uberzog er sie mit einem Gradnetz und bestimmte (unter Annahme der
Kugelform!) ihren Umfang. Die Ergebnisse verdffentlichte er in seinem Werk Geographika.
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So fahrt man bis zur ersten Primzahl p fort, fur die gilt p >+/n . Alle nun noch
nicht durchgestrichenen Zahlen sind Primzahlen, denn die Vielfachen k - p =n

wurden wegen k =+/n schon friiher als Vielfache von k gestrichen. Man hat also
alle Primzahlen unterhalb von n gefunden.

5.2. Formeln zur Konstruktion von Primzahlen

In der Geschichte der Primzahltheorie hat man oft versucht, einfache arithmeti-
sche Formeln zu finden, die als Wertemenge lauter Primzahlen haben. Noch
hat man keine Funktion gefunden, die nur Primzahlen liefert. Jedoch wurde er-
kannt, dass manche Primzahlen von einer ganz bestimmten Form sind.

5.2.1. Mersennesche Primzahlen®?

Diese Primzahlen werden nach dem franzésischen Monch Marin Mersenne®?

benannt.
Sie haben die Form M(n) = 2" — 1, wobei n selbst auch eine Primzahl sein
muss.
Denn falls n sich in Faktoren k - m zerlegen lasst, so kann man auch
M(n =km) =24 - 1= (27 - gl Im 4202 4om 4q)

in Faktoren zerlegen®.

Bis heute (Feb. 2003) hat man 39 solche Mersenneschen Primzahlen ge-
funden'®. Die zur Zeit groRte bekannte Primzahl ist die Mersennsche Zahl
21398917 _ 1 mit Giber 4 Millionen Dezimalstellen. Sie wurde am 14.11.2001 im
Rahmen des GIMPS- Projekt vom Kanadier Michael Cameron gefunden. Das
Great- Internet- Mersenne- Prime- Search- Projekt wurde 1996 von George
Woltman ins Leben gerufen, um noch grol3ere als die bis dahin bekannten
Mersenneschen Primzahlen zu finden. Installiert man das kostenlose Programm

auf seinem Computer, kann man dieses Projekt unterstiitzen und helfen die

1 nach Nr. 8; Nr. 9

12+ 1588 Maine,t 1648 Paris; frz. Theologe, Philosoph, Musik- und Naturwissenschaftler
Mersenne korrespondierte mit den flihrenden Koépfen seiner Zeit, wie Descartes, Galilei,
Hobbes etc. und pflegte zu einigen auch enge personliche Beziehungen. In der Physik waren
seine Forschungen zur Akustik wegweisend, fur die Musikwissenschaft stellen insbesondere
seine Verdffentlichungen zur Instrumentenkunde eine Fundgrube dar.

13 siehe Anhang 10.2.

!4 siehe Anhang 10.4.
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umfangreichen Berechnungen durchzufiuihren, die nétig sind, um eine solch
hohe Zahl auf ihre Teiler zu Uberprifen. Dies geschieht nebenbei, wahrend man
im Internet ist.

Ob es unendlich viele Mersennesche Primzahlen gibt, ist unbekannt.

5.2.2. Fermatsche Primzahlen®®
Hierbei handelt es sich um Zahlen der Form: F(n)=2"+1, mit n = 2%, wobei k

eine natirliche Zahl ist. Sie werden benannt nach dem Franzosen Pierre de
Fermat?®.

n muss selbst eine Potenz von 2 sein, denn besalRe n einen ungeraden Faktor
u> 1, so ware F(n) keine Primzahl, wie folgende kurze Uberlegung zeigt.
Es sei n = ¢ - u, wobei c eine beliebige natirliche Zahl und u eine ungerade
natrliche Zahl ist. F lasst sich somit als F = 2°¥ + 1 = a" + 1 mit a = 2° darstel-
len. F hat nun die folgende Zerlegung:

F=a'+1=(a+1)fa"!- a"2+-..+a’- a+1)

und ist somit keine Primzahl*’.

Fermat untersuchte die ersten Zahlen der Form F(k):zzk +1 und bemerkte,
dass sich fur F(0), F(1), F(2), F(3) und F(4) Primzahlen ergeben:

k=0b F(0)=2+1=3

k=1p F@1)=22+1=5

k=2b F(2)=2% +1=17

k=3p F(3)=2% +1=257

k=4p F(4)=2% +1=65537

Daraufhin aul3erte er die Vermutung, dass alle solche Zahlen Primzahlen sind.
Erst 100 Jahre spater, im Jahre 1732, widerlegte dies Euler. Er fand heraus,

% nach Nr.3, S. 21; Nr. 10; Nr. 11

6% 1601 Lomagne, T 1665 Castres

Fermat studierte in Toulouse Rechtswissenschaften und wurde Anwalt. Er betrieb Mathematik
eigentlich nur als Hobby, wobei sein Interesse zundchst nur der antiken Mathematik galt. Den-
noch lieferte Fermat eine Menge anregender Satze und Problemstellungen zur Zahlentheorie,
wie zum Beispiel den grof3en und kleinen Satz von Fermat.

7 siehe auch Anhang 10.3.
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dass schon die nachste Zahl 2% +1=4294967297 = 6416700417 keine Prim-
zahl ist.

Bis heute hat man keine weitere Primzahl dieser Form gefunden. Andererseits
hat man aber auch noch nicht bewiesen, dass es keine weitere gibt.

5.2.3. Weitere Formeln zur Konstruktion von Primzahlen®®
Ein anderer, einfacher Ausdruck, der viele Primzahlen liefert, ist

f(n) =n2—n + 41.
Wir erhalten fir n = 1, 2, 3, .. , 40 immer neue Primzahlen. Fir n = 41 ergibt
sich jedoch f(n) = 412 und somit keine Primzahl.
Ebenso bildet der Ausdruck g(n) = n2—79n + 1601 Primzahlen fur alle n bis 79.
Er versagt aber fir n = 80.
Im Allgemeinen hat es sich als sinnlos erwiesen, nach Ausdriicken zu suchen,
die nur, oder sogar samtliche, Primzahlen ergeben.

5.3. Der kleine Satz von Fermat®®

Pierre de Fermat beschatftigte sich sein ganzes Leben lang gerne mit Primzah-
len. Sein ,kleiner* Satz uiber diese, ein Spezialfall des Satzes von Euler®, auf
den ich hier aber nicht néher eingehen will, hat in der Primzahltheorie grof3e
Bedeutung erlangt.

5.3.1. Voruberlegungen

Fiur die Herleitung des kleinen Satzes von Fermat sind folgende kurze Vor-
Uberlegungen notwendig:

1. Kongruenzen

Zwei ganze Zahlen heil3en kongruent modulo n (in Zeichen a® b mod n), wenn
bei der Division der beiden Zahlen a und b durch n der selbe Rest bleibt. Dies
ist gleichbedeutend damit, dass n ein Vielfaches von a — b ist.

Fur Kongruenzen sind die Addition, die Subtraktion und die Multiplikation ein-
deutig definiert. Fur die Division trifft dies nicht immer zu.

8 nach Nr. 2, S. 27: Nr. 3, S. 21
¥ nach Nr. 11; Nr. 12; Nr. 5, S. 72 f.

% siehe Anhang 10.5.
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Ist ¢ aber nicht durch n teilbar, so kann man kirzen, d.h. aus
ac®bc modn
folgt
a°b mod n.
Ist a ein Vielfaches von n, so gilt:
0°amodn

2. Teilbarkeit der Binomialkoeffizienten
Stellt man die Binomialkoeffizienten mit Hilfe des Pascallschen Dreiecks dar,
fallt auf, dass alle Binomialkoeffizienten (bis auf die Einsen am Rand) in einer
Zeile durch die Zeilennummer teilbar sind, wenn diese eine Primzahl ist.
Dies lasst sich folgendermal3en zeigen:

Ist k < n, dann gilt: g:gﬁ(!: " n!k)l = n(n - 1)><><><(n -k +1)
g = .

., amo : : : : :
Also ist gk =X! durch n teilbar. Wenn n aber eine Primzahl ist, dann ist k! wegen
a

k < n nicht durch n dividierbar (in dem Produkt k! kommt die Primzahl n als

. . . . . . ano
Faktor nicht vor, also ist k! auch nicht durch sie teilbar). Folglich muss gki
a

durch n dividierbar sein, da, wenn ein Produkt zweier Zahlen durch eine Prim-
zahl teilbar ist, mindestens einer der beiden Faktoren durch sie teilbar sein
muss.

Somit gilt:

IstnT ?,danngiltnai]gfljrk=1,...,n-1. (1)
2

. . . . . .. a0
Umgekehrt gilt auch, wenn n keine Primzahl ist, teilt n auch nicht gki:
4]

Denn ist n keine Primzahl, so enthélt sie einen kleinsten Primfaktor p <n genau

k+1

k mal, das heiRt n ist durch p¥, aber nicht durch p** * teilbar. Somit kann man n

als p¢ - u darstellen. Unter den p aufeinanderfolgenden Zahlen n, n — 1,...
n—p + 1 ist nur n durch p teilbar (das nachste Vielfache von p wéare erst n — p).
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Also kurzt sich aus dem Ausdruck

@o_ap ul_ (P u)Xn - 1)xefn - p+1) _ (0 5u)Xn - 2)»e{n - p+1)
b5 & p 5 Lex{p- 1 12 e{p - 1)

_ ano . : :
ein Faktor p aus n heraus. gpi ist nun nur noch durch p* ~?* teilbar und folglich
a

nicht mehr durch n.

5.3.2. Herleitung
Nach dem Binomischen Satz gilt:
n a0, e&en o an o an g
(arb) =g +f " e+ b+ S
N g n- 1@ 1@ Og
Es sei nun n eine Primzahl p,a=xundb =1

P —yp ap ..Qp.]_ @9
(x +1) x+gp_1%x +...+gl_‘_ax+1

Laut (1) sind allegzgdurch p teilbar. Folglich gilt:
a

(x +1)° © xP +1 mod p
Wahlt man nun x = 1, so folgt
2P ° 2 mod p
Setzt man x = 2, erhélt man
3P0 2P+ 1 modp
da aber 2° © 2 mod p, gilt:
FPo2P+10°2+1°3modp
Diese Verfahren kann man fir jedes beliebige x fortsetzen.

Allgemein ergibt sich:

n"° nmod p pl ? (2)
Sind n und p teilerfremd, kann man diese Kongruenz durch n teilen und man
erhalt:

nP~1° 1modp pl ?,pundn teilerfremd (3)

Satz (2) und (3) heil3en kleiner Fermatscher Satz.

Oder anders ausgedrickt: ist p eine Primzahl und n eine natirliche Zahl, die
kein Vielfaches von p ist, dann ist nP~*stets um 1 gréRer als das néchstkleinere
Vielfache von p.
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Leider gibt es auch zusammengesetzte Zahlen C (sogenannte Carmichaelsche
Zahlen), fur die gilt:
n®~t° 1modcC
Somit kann der kleine Satz von Fermat zwar nicht direkt als Primzahltest ge-
braucht werden, er dient aber als Grundlage fast aller wichtiger Testverfahren.

Der kleine Satz von Fermat ist eine notwendige Bedingung fiur die Primeigen-
schaft, jedoch nicht hinreichend.

5.4. Der Satz von Wilson®

Ein weiterer Satz Uber Primzahlen ist der Satz von Wilson. Er wurde von dem
englischen Mathematiker John Wilson (1741 — 1793) entdeckt und erstmals
1771 von dem franzdsischen Mathematiker Joseph- Louis Lagrange® bewie-
sen.

5.4.1. Voruberlegungen

Das inverse Element

Unter dem inversen Element zu einer Zahl a, versteht man die Zahl a*, mit der

man a verknipfen muss, um das neutrale Element zu erhalten.

Bezuglich der Multiplikation ist das neutrale Element die Zahl 1. Also gilt:
a-at=1

Bei der Kongruenzrechnung ist das inverse Element bezuglich der Multiplikation
folgendermalRen definiert:
a-a*° 1modp

Ich mdchte nun zeigen, dass es fir jedes 0 < a < p einen inversen Partner
0<a’<pgibt.

Dazu betrachten wir die Zahlen my=1-a, m;=2 - a;.... mp_1=(p-1) - a,
wobei p eine Primzahl und 0 < a < p ist.

2 hach Nr. 13; Nr. 14; Nr. 19

22 % 1736 Turin, T 1813 Paris

Lagranges bedeutendstes Werk ist seine Arbeit zur Analytischen Mechanik. In beinahe der
Halfte seiner Arbeiten befasste er sich mit den Bewegungen der Himmelskdrper. Aber im Be-
reich der Zahlentheorie machte er grof3e Fortschritte und bewies den Satz, dass sich jede
ganze Zahl als Summe von hdchstens 4 Quadraten darstellen lasst.
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Die Zahlen m; sind untereinander alle inkongruent.
Denn ware my © ms mod p,
so folgt
ka © samodp
also
k°smodp. (da a und p teilerfremd sind)
Da k und s aber Kkleiner als p sind, gilt dies aber nur, wenn k = s,
Auch die Reste 1, 2, 3,..., p — 1 sind inkongruent zueinander.
Folglich kann man jeder Zahl m; eine Restklasse von 1 bis p — 1 zuordnen.

Es ergibt sich fur jedes 0 <y < p genau ein 0 < x < p, so dass gilt:
my®a-x°ymodp(pl R;0<a<p)

Insbesondere existiert zu jedem 0 <a < p ein 0 < a™ < p, so dass gilt:
a-a' ° 1modp,
also ein eindeutig bestimmtes Inverses. g.e.d.

5.4.2. Herleitung

Wir suchen nun alle zu sich selbst inversen Kongruenzen:

Hierbei sei p eine Primzahl und fur a gelte: 0 <a < p.

Da a' = a gelten soll, folgt also:
az° 1modp

oder anders gesagt:
az—1=kp (kT N)
(@-1)(a+1)=kp

Das heil3t p; (a — 1) oder p; (a +1).

Aus p} (a—-1) und 0 <a < p folgt
a—1l=kp,alsoa=kp+1 p a=1

und aus p; (a+ 1) und 0 < a < p folgt
a+l=kp,alsoa=kp-1 P a=p-1

Somit sind 1 und p — 1 die Selbstinversen der Kongruenzen.
Im Produkt (p—1)!'° 1-2-3--:-(p—-2)-(p—-1) mod p hat nun also jeder der
Faktoren, aul3er der 1 und p — 1, einen inversen Partner.
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Also gilt:
p-20°1-2-3---(p=-2)-(p-2)°1-(p—-1)° -1 modp
(p—=21)!°-1 modp

Diese Gleichung wird als Satz von Wilson bezeichnet.
Dieser sagt aus, dass die natirliche Zahl p genau dann eine Primzahl ist, wenn
sie (p —1)! + 1 teilt.

Ist p keine Primzahl, also p=s - tmits, t> 1, so enthélt (p — 1)! die Faktoren s
und t und folglich wéare zwar (p — 1)!, aber nicht mehr (p — 1)! + 1 durch p teilbar.

Somit ist der Satz von Wilson, im Gegensatz zum kleinen Satz von Fermat, eine
sowohl notwendige, als auch hinreichende Bedingung dafir, dass eine Zahl
prim ist und kann direkt als Primzahltest dienen.

Da die Fakultatsfunktion aber sehr schnell ansteigt, lasst der Test sich in der
Praxis kaum gebrauchen.
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6. Verteilung von Primzahlen

6.1. Allgemeines®

Wie zuvor schon erwéhnt, werden die Primzahlen, je weiter man in der Zahlen-
reihe fortschreitet, immer seltener. So gibt es, wie folgendes Beispiel zeigt, in
der Folge der Primzahlen beliebig grof3e Liicken.

Unter den m aufeinanderfolgenden Zahlen (m + 1) + 2, (m + 1)! + 3,..., (m + 1)!
+ m + 1 ist keine Primzahl, da die erste durch 2, die zweite durch 3,... und die
letzte durch m + 1 teilbar ist.

Andererseits gibt es aber auch sogenannte Primzahlzwillinge. Das sind Prim-
zahlen p und g mit dem minimalen Abstand 2, z.B.: 41, 43; 2309, 2311;
10016957, 10016959. Ob es unendlich viele von diesen Zwillingspaaren gibt,
oder nur eine endliche Anzahl, ist bis heute noch unbekannt.

Neben den Zwillingen gibt es auch noch Primzahldrillinge p, p + 2, p + 6, bzw.
p, p + 4, p + 6 und Primzahlvierlinge p,p+2,p +6,p + 8.

Beispiele: 5, 7, 11; 10014491, 10014493, 10014497; 294311, 294313, 294317,
294319; 299471, 299473, 299477, 299479.

6.2. Primzahlsatz®*

Bei der Untersuchung der Primzahlverteilung konzentriert man sich in erster
Linie auf die Untersuchung der Primzahlfunktion p(x), welche die Anzahl der

Primzahlen bis zur Zahl x angibt. So ist p(1) =0, p(2)=1,p(20)=8und
p(p,) =n, wenn p, die n- te Primzahl ist.
Obwohl noch keine einfache Formel fiir p(x) bekannt ist, lassen sich doch Aus-

sagen Uber ihre Grélenordnung machen. So zum Beispiel im Primzahlsatz, der
schon von Carl Friedrich GauR® vermutet und erstmals von Jacques

Znach Nr. 1, S. 10 f.
2nach Nr. 1, S. 11; Nr. 3, S. 24: Nr. 4, S. 48 — 50

% * 1777 Braunschweig, T 1855 Géttingen.

Gaul? war ein hochbegabter Mathematiker, Astronom und Physiker. Er veroffentlichte grundle-
gende Werke Uber die hohere Arithmetik, Differentialgeometrie und die Bewegung der Him-
melskdrper. Astronomisches Hauptwerk: Theorie der Bewegung der Himmelskorper.
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Salomon Hadamard % und Charles Jean Gustave Nicolas Baron de la Vallée
Poussin®’ bewiesen wurde. Er besagt, dass das Verhaltnis von p(x) und der

Funktion f(x) = IL mit wachsendem x gegen 1 strebt und man somit, fir grof3e
nx

X, p(x) mit f(x) gleichsetzen kann, da der relative Fehler

M verschwindend klein wird.
p(x)
Primzahlsatz: |imM =1 oder p(x)~ X
X® ¥ X Inx

(~ heil3t asymptotisch gleich)
Bemerkenswert an der Erkenntnis, dass das Verhalten der Primzahlfunktion mit
Hilfe der Logarithmusfunktion beschrieben werden kann, ist, dass zwei so ver-
schiedene mathematische Begriffe wie p(x) und Inx, die scheinbar gar nichts

miteinander zu tun haben, doch so eng miteinander verknupft sind.

Wenn man aber den Graph der Funktion IL mit p(x) vergleicht, sieht man,
nx

dass die Funktion T das Verhalten von p(x) zwar qualitativ wiedergibt, ein
nx

echter Fehler aber immer noch bestehen bleibt.

6000}
5000}
Xix)
LO0O -
5
3000+ Inx
2000 |-
1000
! R 1 1 1 1 E—
0 ¥ 000 20000 30000 40000 50000

Folglich hat man versucht, bessere Naherungen fur p(x) zu finden.

%% x 1865 Versailles, T 1963 Paris

Hadamard qilt als der Schopfer des Prinzips der topologischen Dualitdt. Andere Beitrage
Hadamard's befassten sich mit der Theorie von Integralfunktionen, Extremwerten von Funktio-
nen und partiellen Differentialgleichungen der mathematischen Physik.

7% 1866 Louvain, T 1962 Louvain (Belgien)

De la Vallée Poussin studierte Ingenieurwesen und anschlei3end Mathematik. Mit 26 wurde er,
als Nachfolger von Louis-Philippe Gilbert, an die Universitat von Louvain berufen. Er veréffent-
lichte verschiedenen Arbeiten auf dem Gebiet der Analysis und vor allem der Zahlentheorie. De
la Vallée Poussin beschaftigte sich eingehend mit der Riemanschen Zetafunktion.
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So entdeckte Adrien- Marie Legendre®® 1808, dass man eine besonders gute
N&herung enthalt, wenn man noch die Zahl 1,08366 vom Logarithmus abzieht:

X

PO ~ 1~ 108366

6000}
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4000

Legendresche Niherung
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2000
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1 | | )

. 1 — | —
0 10 000 20000 0000 0000 50000

Andere, noch bessere Approximationen zu p(x) entwickelten Gauf3 (logarithmi-

sche Summe, bzw. logarithmisches Integral) und Bernhard Riemann®.

Obwohl man die Formulierung des Primzahlsatzes leicht verstehen kann, ist
sein Beweis &ulRerst kompliziert und im Rahmen dieser Arbeit und ohne die
Kenntnis der htheren Mathematik nicht durchfihrbar.

#1752, 1 1833

Legendre verdffentliche auf vielen Gebieten Arbeiten, so zum Beispiel Uber die Planetenbah-
nen, auf dem Gebiet der Zahlentheorie und der Theorie der elliptischen Funktionen. Er war gut
befreundet mit Laplace und Lagrange - mit Gaul3 geriet er aber immer wieder aneinander. Sein
Lebensende verbrachte er in Armut in Paris.

29+ 1826 bei Hannover, T 1866

Riemann war sehr frih von den Primzahlen und ihren Eigenschaften fasziniert. Zum Beispiel
beschéftigte er sich mit dem Problem, eine Formel zu finden, nach der man die Anzahl der
Primzahlen bis zu einer gewissen Zahl n berechnen kann. Ab 1853 beschéftigte er sich mit dem
Studium der mathematischen Physik. Sein Vortrag ,, Uber die Hypothesen, die der Geometrie zu
Grunde liegen” wurde ein Meisterwerk der Mathematik.
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6.3. Die grafische Darstellung der Primzahlverteilung®

Prof. Dr. Otto Forster vom mathematischen Institut der Ludwig- Maximilian-
Universitat Miinchen beschaftigt sich mit der grafischen Darstellung der Prim-

zahlverteilung.

Diese Bild zeigt die Verteilung aller
ungeraden Primzahlen kleiner als 8192.
Es ist in 64 Zeilen und 64 Spalten mit

2 X -i;l'i' insgesamt 4096 schwarzen und weil3en

-" n

e -ﬂ:::- =, . ;:_-':' Quadraten unterteilt. Diese Quadrate sind

N P {.':' "':'-'|'! '|l_-.-':l reihenweise von 0 bis 4095 nummeriert,
AN,

_.-'-:a- ._: ’ -"I_-I..;.:__':l'_?. wobei das n- te Quadrat schwarz ist,
.F' .:'r;l.-l - - .:j wenn die Zahl 2n + 1 eine Primzahl dar-

i oA e A stell

So steht zum Beispiel das schwarze Quadrat in der rechten oberen Ecke fiur die
Primzahl 127, das schwarze Quadrat in der rechten unteren Ecke stellt die
Primzahl 8191 dar.

Sehr schon erkennbar sind in dieser Grafik Primzahlzwillinge. Sie sind als zwei
aufeinanderfolgende Quadrate || gekennzeichnet. Die Folgen || ?| bzw.
I 21V zeigen Primzahldrillinge und |} ?} | die noch selteneren Primzahlvier-
linge.

Ebenfalls sehr gut ersichtlich ist die Unregelméfiigkeit der Primzahlverteilung
und dass die Primzahldichte mit fortschreitenden Zahlen immer mehr ab-
nimmt. 3

30 hach Nr. 15

%1 siehe auch Anhang 10.6.
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7. Primzahlen in arithmetischen Folgen
Satz von Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet®:

Jede arithmetische Folge a, a + d, a + 2d,...; d > 0, wobei a und d keinen ge-
meinsamen Teiler > 1 haben, enthalt unendlich viele Primzahlen.

Da der allgemeine Beweis diese Satzes nicht ohne die hdhere Infinitesimal-
rechnung und Funktionstheorie auskommt, méchte ich mich hier mit dem Be-
weis von 2 Spezialfallen begnigen:

Alle ungeraden Primzahlen haben die Form 4n + 1 oder 4n + 3.
Mit dem Euklidischen Beweisverfahren kann man leicht zeigen, dass zum Bei-
spiel 4n + 3 unendlich viele Primzahlen p enthélt:
Wir nehmen an, es gabe nur eine endliche Anzahl an Primzahlen der Form
4n + 3. Nun bilden wir die Zahl
P=22.3.5...(p-1)-p-1,
in der alle Primzahlen = p als Faktoren im Minuend vorkommen. p soll die
grof3te Primzahl der Form 4n + 3 sein.
P hat die Form 4n + 3:
pP=22.3.5...p-1=22.3:5...-p—-1+3-3=4(3:-5---p-1)+3
P kann nicht das Produkt von ausschlief3lich Primzahlen der Form 4n + 1 sein,
da ein solches Produkt auch immer die Form 4n + 1 hat:
(4a+1)(4b+1)=16ab+4a+4b+1 =4 (4ab+a+Db)+ 1.
Somit ist P durch eine Primzahl von der Form 4n + 3 teilbar, die grof3er als p ist,
was im Widerspruch zur Annahme steht, dass p die gréf3te Primzahl der Form
4n + 3 ist. Es muss also unendlich viele Primzahlen der Form 4n + 3 geben.

Ganz ahnlich erfolgt der Beweis, dass es unendlich viele Primzahlen von der
Form 6n + 5 gibt.
Auler 2 und 3 hat jede Primzahl die Form 6n + 1 oder 6n + 5.

%2 hach Nr. 1, S. 11f.; Nr. 3, S. 21f.

33 % 1805 Diiren, T 1859 Géttingen

Lejeune Dirichlet war Hauslehrer in Paris. Nach dem Tod von Gaul3 wurde er an die Universitat
von Géttingen berufen. Er nahm Einfluss auf Einstein, Dedekind und Riemann. Dirichlet verof-
fentlichte Arbeiten auf dem Gebiet der Zahlentheorie und der Analysis.
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P=2.3...p-1=6(7-11---p-1)+5
hat wieder die Form 6n + 5.
P kann nicht nur aus Faktoren der Form 6n + 1 bestehen, da ein solches Pro-
dukt wieder die Form 6n + 1 hat (analog dem Produkt von 4n + 1).
Folglich muss es fur jedes p eine Primzahl der Form 6n + 5 geben, die gré3er
als p ist.
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8. Die Goldbachsche Vermutung®

1742 stellte Christian Goldbach®, ein Lehrer des russischen Zaren Peter % in
einem Brief an Euler folgende zwei Vermutungen auf:

1)Jede gerade Zahl > 2 lasst sich als Summe von zwei Primzahlen darstellen.
2)Jede naturliche Zahl > 5 I&sst sich als Summe von drei Primzahlen darstellen.
Er bat Euler, er mdge ihm diese beiden Vermutungen beweisen, aber Euler
gelang dies trotz jahrelanger Bemihungen nicht.

Offenbar kann man 2) aus 1) folgern, da, wenn man jede gerade naturliche Zahl
> 2 als Summe von 2 Primzahlen darstellen kann, durch Addition der Primzahl
3 immer eine neue ungerade natirliche Zahl entsteht und somit alle nattrlichen
Zahlen > 5 bildbar sind.

Der leichtere Beweis, dass sich jede natirliche Zahl n > 6 als Summe unglei-

cher Primzahlen darstellen l&sst (also ohne Einschrankung der Anzahl der

Summanden), ist folgendermalen zu vollfihren:

Die Zerlegungen der 13 Zahlen:

Zo={7=7;8=5+3;9=7+2;10=7+3;11=11;12=7+5;13 =11 + 2;
14=11+3;15=7+5+3;16=11+5;17=7+5+3+2;18=11+7;
19=11+5+3}

zeigen, dass man mit den ersten 5 verschiedenen Primzahlen p; = 2, p2 = 3,

ps =5, ps =7 und ps = 11 eine Serie von 13 aufeinander folgenden Zahlen bil-

den kann. Daher hat diese Serie Z, die Lange | Zo, = so = 13.

Addieren wir die Primzahl ps = 13 zu den s Zahlen der Menge Zo, so erhalten
wir die Menge Zy'. Die Vereinigungsmenge aus Zo und Zo' bezeichnen wir mit
Z,. Sie hat die Lange | Zi1} = s; = So + ps = 26. Wir haben also die 26 Zahlen
7 =n = 32 dargestellt.

Durch Addition der Primzahl p7 = 17 zu den Zahlen Z; erhalten wir Z;'. Die Ver-
einigungsmenge von Z; und Z;', also Z, hat die Ladnge s, = s; + p7 = 43. Da-

3% nach Nr. 1, S. 59, 92 — 94: Nr. 3, S. 24 f.

% * 1690 Konigsberg, T 1764 Moskau
Goldbach war Mathematiker und Historiker in St. Petersburg. Er verdffentlichte Arbeiten auf
dem Gebiet der Zahlentheorie und korrespondierte mit Euler.
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durch erweitern wir die Zahlen, die sich als Summe ungleicher Primzahlen dar-
stellen lassen, auf den Bereich von 7 bis 49.
Dieses Verfahren lasst sich unbegrenzt fortsetzen, wenn in

Sk+1 = Sk + Ps +k Stets

Ps + k = Sk gilt.
Dies lasst sich durch vollstandige Induktion beweisen:
Wenn pe + k-1 = Sk-1, SO folgt:

Pe+k-1+P6+k-1=Sk-1TP6+k-1

2P6+k-1=Sk-1* P6+k—-1= Sk-

Pafnuti Lwowitsch Tschebyscheff*® hat 1852 gezeigt, dass fiir jede natirliche

Zahl n = 1 unter den Zahlen n + 1, n + 2,..., 2n wenigstens eine Primzahl vor-

kommt. Da der Beweis dieses Satzes den Rahmen dieser Arbeit aber tber-

schreitet, mdchte ich darauf verzichten.

Eine direkte Folge aus Tschebycheffs Satz ist, dass das 2- fache einer Zahl

stets gréf3er als die der Zahl folgenden Primzahl ist. Es gilt somit:
Pe+k < 2Ps+k—-1= Sk g. e. d.

1931 gelang es Lusternik- Schnirelmann (1905 — 1938), einem jungen unbe-
kannten russischen Mathematiker, die Anzahl der Summanden zu begrenzen
und zu zeigen, dass jede positive ganze Zahl als Summe von nicht mehr als
300000 Primzahlen dargestellt werden kann. Zwar erscheint diese Erkenntnis
eher belustigend, jedoch war sie ein grofRer Fortschritt im Beweis der Gold-
bachschen Vermutungen.

Etwas spater schaffte es der russische Mathematiker lvan Matveevich
Vinogradoff*’” die Anzahl der Summanden von 300000 auf 4 zu senken. Aller-
dings ist Vinogradoffs Satz nur fir ,hinreichend grof3e* Zahlen bewiesen.

%+ 1821, t 1894 in Russland

Tschebyscheffs produktivste wissenschaftliche Tatigkeit begann Ende der vierziger Jahre, und
beeinflusste die mathematischen Forschung der Folgezeit. Er verdffentlichte Arbeiten auf den
Gebieten der Zahlentheorie, Wahrscheinlichkeitsrechnung, Approximationstheorie und Integra-
tionstheorie. In zahlreichen zahlentheoretischen Uberlegungen schloss er direkt an die Ergeb-
nisse von Euler an. Aus Uberlegungen aus dem Maschinenbau stammen die von ihm erstmals
verwendeten Tschebyscheff- Polynome.

"+ 1891, t 1983 in Russland

Vinogradoff studierte in St. Petersburg Mathematik. Sein Hauptinteresse galt der Zahlentheo-
rie. Er beschaftigte sich mit Quadratischen Resten, der analytische Zahlentheorie und Primitiv-
wurzeln.
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Genauer gesagt bewies er nur, dass es eine Zahl N gibt, fur die gilt, dass jede
Zahl n > N als Summe von hdchstens 4 Primzahlen darstellbar ist. Leider lasst
dieser Beweis keine Abschatzung von N zu. Vinogradoff hat also lediglich be-
wiesen, dass die Annahme, es gabe unendlich viele ganze Zahlen, die nicht in
hdchstens 4 Primzahlsummanden zerlegt werden kdnnen, zu einem Wider-
spruch fuhrt.

Die Goldbachsche Vermutung wurde bis heute noch nicht bewiesen, doch
konnte sie auch noch nicht durch ein Gegenbeispiel widerlegt werden.
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9. Anwendung von Primzahlen in der
Kryptographie®

AbschlieRend mdchte ich nun noch auf die Kryptographie, einem Anwendungs-
gebiet der Primzahltheorie, zu sprechen kommen.

Mit der fortschreitenden Entwicklung weltweiter Datennetze ist es immer wich-
tiger geworden, Informationen zu verschlisseln um sie zu schitzen. Eines der
verbreitetsten Verfahren hierzu ist die RSA- Verschlisselung. Sie wurde 1977
von Ronald Rivest®, Adi Shamir* und Leonard Adleman* entwickelt. Bei die-
sem RSA- Verfahren macht man sich ein allbekanntes Problem der Primzahl-
theorie zunutze. Zwar kann man relativ einfach das Produkt zweier sehr grol3er
Primzahlen bestimmen, aber im nachhinein herauszufinden, welche zwei
Zahlen man miteinander multipliziert hat, ist kaum zu bewerkstelligen. Setzt
man zum Beispiel fiir eine Division 10™° Sekunden an, so wiirde fiir eine Zahl

N~ 10'® die Ausfiihrung der %\/ﬁ Divisionen mehr als 10% Jahre dauern. Im

Laufe der Zeit wurden zwar auch raffiniertere Methoden entwickelt, bei denen
man mit weniger Divisionen auskommt, aber diese sind ebenfalls in einer
Grollenordnung, welche die Leistung unserer Computer weit Gibersteigt.

Beim RSA- Verfahren handelt es sich um ein asymmetrisches Verfahren. Im
Gegensatz zum symmetrischen Verfahren, wo Sender und Empfanger einen
gemeinsamen Schlussel haben, hat hier jeder Nutzer einen 6ffentlichen Chiff-
rier- und einen privaten Dechiffrierschlissel. Somit erspart man sich, fir

%8 hach Nr. 16; Nr. 17: Nr. 5, S. 72

% Ronald L. Rivest ist Professor fiir Electrical Engineering und Computer Science am
MIT(Massachusetts Institute of Technology). Er arbeitete intensiv auf den Gebieten der Com-
puter Algorithmen, maschinellen Lernens und VLSI Design. 1986 wurde ihm der Bakerpreis der
IEEE verliehen.

0 Adi Shamir ist heute Professor fur Mathematik und Informatik am Weizmann Institute of
Science in Rehovot, Israel. Der geburtige Israeli erhielt fir seine wissenschaftlichen Arbeiten
auf dem Gebiet der Kryptographie mehrere Auszeichnungen, u.a. den Bakerpreis der IEEE
(1986), den UAP Wissenschaftspreis (1990) und die Pius Xl Goldmedaille (1993).

1 Leonard Adleman ist Professor fiir Computer Science an der University of Southern California
in Los Angeles. Er ist der erste Mathematiker gewesen, der DNS fir die Datenverarbeitung
einsetzte. Er schaffte es, das Problem des Handlungsreisenden (ein Handlungsreisender will
eine Anzahl von Stadten auf einer optimalen Route nacheinander besuchen) mit Hilfe von DNS-
Molekilen zu lésen. Auch er bekam 1986 den Bakerpreis der IEEE verliehen.
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jedes potentielle Sender- und Empfangerpaar zwei eigene Schliissel anzuferti-
gen. Dariber hinaus sind Chiffrier- und Dechiffrierschlissel vollkommen unter-
schiedlich, so dass man nicht vom einen auf den anderen schliel3en kann. Das
Produkt der beiden Primzahlen stellt einen Bestandteil des Chiffrierschlissel
dar.

Mochte nun jemand eine Nachricht an einen Nutzer A Gbermitteln, so codiert er
sie mit dem offentlichen Schliissel von A. Die so bearbeitete Nachricht kann
nun ausschlief3lich Nutzer A selbst entschlisseln, da nur er den geheimen De-
chiffrierschlussel kennt.

Das RSA- Verfahren ist momentan weltweit eine der sichersten Verschlisse-
lungstechniken. Da seine Sicherheit aber hauptsachlich auf dem Problem der
Primfaktorzerlegung grofRer Zahlen beruht, wird es wohl trotzdem Uber kurz
oder lang, spatestens aber mit der Entwicklung besserer und schnellerer Com-
puter, entschlisselt werden.
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10. Anhang

10.1. Summenregel fir unendliche geometrische

Reihen
Geometrische Reihe: s, = a; + a1q™+ aigq® +... + axq " *
_a

Sy =——

1-q

. 1
hierra;=1und q= —
1

10.2. Rechnung 1
(2m - )oketm 4 pbe2m 4 yom )= (pm . g)oimm g oimen y yom g q)=
— okm-m+m 4 okm-2m+m 4 okm-3mem L4 o2m 4 om _
. gkmm _ gkm2m _ _g2m _ om_ 9
= QKM 4 QKM QKM EM 422N 4 oM
. gkmm _ gkm2m _ _gzm _ pm_ g
=2"-1

10.3. Rechnung 2
(a+Dfa - a2 +-..+a’- a+l)=
=a'-a"'+a"?- +..-a’+a
+a't-a"?+-...+a*-a+l=
=a"+1
Erganzung:
Auf Grund der abwechselnden Vorzeichen, endet fir gerades u die hintere
Klammer immer auf minus 1: a“'*- a"? +-...- a®* +a- 1. Das absolute Glied 1
wird also subtrahiert. Somit ist
(@+1@t-a"2+-..-a’+a-1)=
=a'-a'"'+a"?- +..+a’-a+
+al-av?+-..-a’+a-1=
za"-1ta" +1
F ist folglich nur fir ungerade u auf jeden Fall faktorisierbar.
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10.4. Tabelle der bekannten Mersenneschen Primzahlen

Nr. | Exponent n | Dezimalstellen | Entdeckungsjahr | Entdecker

1 |2 i R e

2 |3 I L R

3 |5 A e

4 |7 3 e

5 |13 4 1456 anonym

6 |17 6 1588 Cataldi

7 |19 6 1588 Cataldi

8 |31 10 1772 Euler

9 |61 19 1883 Pervushin

10 |89 27 1911 Powers

11 | 107 33 1914 Powers

12 | 127 39 1876 Lucas

13 | 521 157 1952 Robinson

14 | 607 183 1952 Robinson

15 | 1279 386 1952 Robinson

16 | 2203 664 1952 Robinson

17 | 2281 687 1952 Robinson

18 | 3217 969 1957 Riesel

19 | 4253 1281 1961 Hurwitz

20 4423 1332 1961 Hurwitz

21 | 9689 2917 1963 Gillies

22 19941 2993 1963 Gillies

23 | 11213 3376 1963 Gillies

24 | 19937 6002 1971 Tuckerman

25 |21701 6533 1978 Noll & Nickel

26 | 23209 6987 1979 Noll

27 | 44497 13395 1979 Nelson & Slowinski

28 | 86243 25962 1982 Slowinski

29 | 110503 33265 1988 Colquitt & Welsh

30 | 132049 39751 1983 Slowinski

31 | 216091 65050 1985 Slowinski

32 | 756839 227832 1992 Slowinski & Gage

33 | 859433 258716 1994 Slowinski & Gage

34 | 1257787 378632 1996 Slowinski & Gage

35 11398269 420921 1996 Joel Armengaud (GIMPS)
36 | 2976221 895932 1997 Gordon Spence (GIMPS)
37 | 3021377 909526 1998 Roland Clarkson (GIMPS)
38 16972593 2098960 1999 Nayan Hajratwala (GIMPS)
39 | 13466917 |4053946 2001 Michael Cameron (GIMPS)
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10.5. Der Satz von Euler

Sind a und n teilerfremd, dann gilt:
a ™ ° 1modn
j (n) ist die Euler'sche Funktion. Sie gibt die Anzahl der zu n teilerfremden

Zahlen kleiner gleich n an.

10.6. Grafische Darstellung aller ungeraden Primzahlen
bis 65536
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